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Аннотация
Специальные функции математической физики составляют основу математического
аппарата в разнообразных областях анализа, прикладной математики, математической
физики и квантовой механики. Хотя анализу свойств специальных функций уделяется
традиционно большое внимание, тем не менее, огромное количество формул, часто эквива-
лентных или близких по структуре, а также большое разнообразие приемов, используемых
для их вывода, указывают на отсутствие единых начал в этой важной области анализа,
что создает определенные трудности как для систематизации известных свойств специ-
альных функций, так и для вывода новых соотношений. В связи с этим, использование
теоретико-группового подхода к изучению базисных функций неприводимых представле-
ний полупростых групп дает технически эффективный и удобный для приложений метод
вывода новых свойств, интегральных соотношений и континуальных теорем сложения для
специальных функций. В этой работе рассмотрены лишь вырожденные унитарные пред-
ставления группы О(3,1), построены функции на конусе, реализующие эти представления,
вычислены коэффициенты перехода между различными базисными функциями, отвеча-
ющими редукции группы Лоренца на различные подгруппы. В работе также показано,
что формулы, содержащие функции Мейера и Макдональда можно получить используя
представления группы Лоренца.
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Abstract
Special functions of mathematical physics form the basis of the mathematical apparatus in
various fields of analysis, applied mathematics, mathematical physics, and quantum mechanics.
Special attention is paid to the analysis of the properties of special functions. However, a
huge number of formulas, often equivalent or similar in structure, as well as a wide variety of
techniques used for their derivation, indicate the absence of unified principles in this important
area of analysis. This causes certain difficulties for the systematization of known properties
of special functions and for the derivation of new relations. A group-theoretic method to the
study of basis functions of irreducible representations of semisimple groups yields a technically
efficient and application-friendly method for deriving new properties, integral relations, and
continual addition theorems for special functions. In this paper we consider only degenerate
unitary representations of the O(3,1) group, construct functions on the cone that realizing
these representations, calculate the transition coefficients between different basis functions
corresponding to the reduction of the Lorentz group to different subgroups. It is also shown that
formulas containing Meyer and MacDonald functions can be obtained using representations of
the Lorentz group.
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1. Введение
Пусть 𝐺 = 𝑆𝑂(3, 1) - группа Лоренца, сохраняющая квадратичную форму [2, 8, 9, 10, 11]
[𝑥, 𝑥] = −𝑥20 + 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23.
Тогда имеем известные разложения группы G:
 G = KAK - разложение Картана,
 G = KAN - разложение Ивасавы,
 G = MANV - разложение Гельфанда-Наймарка-Брюа,
где К - максимальная компактная подгруппа, А - максимальная абелева подгруппа, М - цен-
трализатор А в К, N - нильпотентная подгруппа, V - подгруппа, контраградиентная N. [3]
Рассмотрим H𝜎 - пространство бесконечно дифференцируемых функций на конусе
[𝑥, 𝑥] = 0, однородных степени 𝜎, где 𝜎 - комплексное число.
Квазирегулярное представление 𝑔 → 𝑇𝜎 (𝑔) группы Лоренца в пространстве H𝜎 определя-
ется сдвигом
𝑇𝜎 (𝑔) 𝑓 (𝑥) = 𝑓
(︀
𝑔−1𝑥
)︀
.
Это представление неприводимо, если 𝜎 не является целым числом. Мы полагаем, что
−2 < Re𝜎 < 0 . Данное условие обеспечивает абсолютную сходимость рассматриваемых ин-
тегралов. [13]
Всякая однородная функция на конусе вполне определяется своими значениями на лю-
бом многообразии, пересекающем каждую образующую конуса по одному разу. Поэтому про-
странство H𝜎 можно реализовать как пространство бесконечно дифференцируемых функций
на многообразии.
Пусть Γ - любое многообразие на конусе, пересекающее каждую образующую только в
одной точке. Обозначим через 𝑑𝛾 меру на этом многообразии, такую что 𝑑𝑥 = 𝑑 (𝑡𝛾) = 𝑡𝑑𝑡𝑑𝛾,
𝑑𝑥 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2𝑑𝑥3𝑥0 - инвариантная мера на конусе.
Билинейная форма
(𝑓1, 𝑓2) =
1
4𝜋
∫︁
Γ
𝑓1 (𝑥) 𝑓2 (𝑥) 𝑓𝛾
определенная на паре пространств H𝜎, H−𝜎−2 инвариантна относительно действия группы
Лоренца и не зависит от выбора многообразия на конусе. [4, 6, 7, 16]
Укажем некоторые многообразия и базисы, нужные нам в дальнейшем. [5] Рассмотрим
Γ1 - сечение конуса плоскостью 𝑥0 = 1, это сечение является сферой. В качестве параметров
точки 𝑥 выберем координаты 𝑥1, 𝑥2. Координаты 𝑥0 и 𝑥3 выражаются через них по формулам
𝑥0 = 1, 𝑥3 =
√︀
1− 𝑥21 − 𝑥22.
Обозначим через < 𝜎𝑙𝑘/𝑥 > базис в пространстве H𝜎 соответствующий сечению Γ1
< 𝜎𝑙𝑘/𝑥 >= 𝑥𝜎−𝑘0 𝐶
1
2+𝑘
𝑙−𝑘
(︂
𝑥3
𝑥0
)︂
(𝑥2 + 𝑖𝑥1)
𝑘 ,
где 𝑙 = 0, 1, 2, ..., 𝑘 = −𝑙,−𝑙 + 1, ..., 𝑙 − 1, 𝑙, 𝐶𝑖𝑗 (𝑥) - многочлен Гегенбауэра.
Аналогично, Γ2 - сечение конуса плоскостью 𝑥0 + 𝑥3 = 1, это сечение является параболои-
дом вращения
𝑥 =
(︂
1 + 𝑥21 + 𝑥
2
2
2
, 𝑥1, 𝑥2,
1− 𝑥21 − 𝑥22
2
)︂
,
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< 𝜎𝜆/𝑥 >= (𝑥0 + 𝑥3)
𝜎 exp
𝑖 (𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2)
𝑥0 + 𝑥3
,
где 𝜆1, 𝜆2 - любые вещественные числа, такие что 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2) - базис в пространстве H𝜎
соответствующий сечению Γ2.
И Γ3 - сечение конуса плоскостью 𝑥3 = 1, это сечение является гиперболоидом
𝑥± =
(︂√︁
1 + 𝑥21 + 𝑥
2
2, 𝑥1, 𝑥2,±1
)︂
,
< 𝜎𝑘𝜈/𝑥 >= 𝑥𝜎−𝑘3 𝑝
−𝑘
−12+𝑖𝑣
(︂
𝑥0
𝑥3
)︂
(𝑥2 + 𝑖𝑥1)
𝑘 ,
где 𝑘 = 0,±1, ..., 𝜈 > 0, 𝑃 𝑖𝑗 (𝑥) функция Лежандра - базис в пространстве H𝜎 соответствующий
Γ3. [1, 12, 15]
2. Теоремы сложения для функций Мейера и Макдональда
Теорема 1. При −2 < Re𝜎 < 0
(−1)𝑙−1 2𝜎+52Γ (𝜎 + 1) sin (︀𝜎 + 32)︀𝜋
𝜋
1
2 (1 + 2𝑙) Γ (𝜎 + 1− 𝑙)
· ch𝛼− 1
sh𝛼
(︂
ch𝛼− 1
ch𝛼 + 1
)︂ 1+2𝑙
4
𝐺1222
(︃
ch𝛼− 1
2
⃒⃒⃒⃒𝜎+ 1
2
,−𝜎− 3
2
−1,− 1
2
)︃
=
=
𝑣−1
Γ (−𝜎)
∞∫︁
0
𝜌−𝜎−1𝐾𝜎+1
(︁𝜌
𝑣
)︁ ∞∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛
Γ2 (𝑛 + 1) Γ (𝑛− 𝜎)𝐺
21
13
(︃
𝜌2
4
⃒⃒⃒⃒−𝑛
−𝜎−1,0
)︃
𝑑𝜌,
где 𝑣 = exp𝛼, 𝜆 = (𝜌 cos 𝜃, 𝜌 sin 𝜃).
Доказательство. Матричные элементы перехода от базиса < 𝜎𝑙𝑘/𝑥 > на сфере к базису
< 𝜎𝜆/𝑥 > на парабалоиде имеют вид
< 𝜎𝑙𝑘/𝜎′𝜆 >=
𝑖𝑘 exp (𝑖𝑘𝜃)
2
(︂
2
𝜌
)︂𝑘 Γ (𝑘 + 1)
Γ (2𝑘 + 1)
×
×
𝑙−𝑘∑︁
𝑛=0
(−1)𝑛 (𝑙 + 𝑘 + 𝑛) 2𝑘−𝜎−1
(𝑙 − 𝑘 + 𝑛)!Γ (𝑘 + 𝑛 + 1) Γ (𝑘 − 𝜎 + 𝑛)𝑛!𝐺
21
13
(︃
𝜌2
4
⃒⃒⃒⃒−𝑛
𝑘−𝜎−1,𝑘
)︃
,
где 𝜎′ = −𝜎 − 2, 𝜆 = (𝜌 cos 𝜃, 𝜌 sin 𝜃).
Отсюда следует, что
< 𝜎′𝜆/𝑘 >=
∞∑︁
𝑙=0
𝑙∑︁
𝑘=−𝑙
< 𝜎𝑙𝑘′/𝜎′𝜆 > · <𝜎′𝑙𝑘′/𝑥 > .
Применяя к данным базисным функциям на конусе преобразование Пуассона мы получаем
искомую теорему сложения для функций Мейера и Макдональда. [12] 2
Теорема 2. Имеет место соотношение
(−1)𝜎−1 𝜋 12 ch𝜎 𝛼
Γ (𝜎)
∞∑︁
𝑛=0
Γ (𝜎 + 𝑛) 2𝑛−𝜎−2Γ
(︂
𝑛−𝜎−12+𝑖𝜈
2
)︂
Γ
(︂
𝑛−𝜎−12−𝑖𝜈
2
)︂
th𝑛 𝛼
Γ (𝑛 + 1) Γ (𝑛− 𝜎) =
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=
𝑣−1
Γ (−𝜎)
∞∫︁
0
𝜌𝜎−1𝐾𝜎+1
(︁𝜌
𝑣
)︁ ∞∑︁
𝑛=0
Γ
(︀
1
2 − 𝑖𝜈 + 𝑛
)︀
Γ
(︀
1
2 + 𝑖𝜈 + 𝑛
)︀
Γ (𝜎 − 𝑛 + 1)
2𝜎+𝑛Γ (𝑛 + 1)
×
×
[︃
(−1)2 2𝑘
Γ (𝑛− 𝜎)𝐺
11
13
(︃
𝜌2
4
⃒⃒⃒⃒−𝑛
0,−𝜎−1
)︃
+
exp
(︀
𝑖𝜋𝜎
2
)︀
Γ (𝑛 + 1)
𝐺2013
(︃
𝜌2
4
⃒⃒⃒⃒−𝑛
−𝜎−1,0
)︃]︃
𝑑𝜌
Доказательство. Рассмотрим матричные элементы перехода от базиса < 𝜎𝑘𝜈/𝑥 > на ги-
перболоиде к базису < 𝜎𝜆/𝑥 > на параболоиде. Имеем
< 𝜎𝑘𝜈+/𝜎
′𝜆 >=
𝑖𝑘 exp (𝑖𝑘𝜃)
2𝜎−𝑘+2Γ
(︀
1
2 − 𝑖𝜈
)︀
Γ
(︀
1
2 + 𝑖𝜈
)︀×
×
∞∑︁
𝑛=0
Γ
(︀
1
2 − 𝑖𝜈 − 𝑛
)︀
Γ
(︀
1
2 + 𝑖𝜈 + 𝑛
)︀
Γ (𝜎 − 𝑘 + 1− 𝑛)
Γ (1− 𝑘 + 𝑛)𝑛! ·𝐺
11
13
(︃
𝜌2
4
⃒⃒⃒⃒− 𝑘
2
−𝑛
𝑘, 𝑘
2
−𝜎−1
)︃
,
< 𝜎𝑘𝜈−/𝜎′𝜆 >=
𝑖𝑘 exp (𝑖𝑘𝜃)
2𝜎−𝑘+2Γ
(︀
1
2 − 𝑖𝜈
)︀
Γ
(︀
1
2 + 𝑖𝜈
)︀×
×
∞∑︁
𝑛=0
Γ
(︀
1
2 − 𝑖𝜈 + 𝑛
)︀
Γ
(︀
1
2 + 𝑖𝜈 + 𝑛
)︀
Γ (𝜎 − 𝑘 + 1)
Γ (1− 𝑘 + 𝑛)𝑛! exp
(︁
𝑖𝜋(𝑘−𝜎)
2
)︁ ·𝐺2013
(︃
𝜌2
4
⃒⃒⃒⃒− 𝑘
2
−𝑛
𝑘
2
−𝜎−1,𝑘
)︃
.
Из этого следует, что
< 𝜎𝑘𝜈/𝑥 >=
∞∫︁
0
< 𝜎𝑘𝜈/𝜎′𝜆 > · < 𝜎𝜆/𝑥 > 𝑑𝜌,
где 𝑘′ = −𝑘.
Аналогично доказательству предыдущей теоремы, применим к указанным базисным функ-
циям на конусе преобразование Пуассона и, в результате, получим необходимое интегральное
соотношение. [15, 14] 2
Другие интегральные соотношения можно получить вычисляя ядра представления 𝑇𝜎 (𝑔)
в различных базисах. Из сравнения полученных выражений ядер и вытекают новые соотно-
шения для специальных функций.
3. Заключение
Ясно, что мы рассмотрели далеко не все возможные теоремы сложения для специальных
функций с помощью различных реализаций представлений групп в пространстве однородных
функций. В частности представляет интерес реализация базисных функций неприводимых
представлений группы 𝑆𝑂(1, 4) на конусе 5-мерного пространства Минковского для редукции
на различные подгруппы. Важно также иметь формулы преобразований от одной реализации
представлений к другой. В дальнейшем мы предполагаем рассмотреть такие вопросы.
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